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RESUELTOS

MATEMATICAS I Tiempo maximo: 1 horas Y3ninutos

Se valorarda la correccion y la claridad en el lejpg@matematico o no matematico) uti-
lizado por el alumno. Penalizan los errores deut@ld_os errores graves, y especial-
mente, aquellos que lleven a resultados incohesentbsurdos, seran penalizados con
la aplicacion del 50 % sobre la calificacion enstig®. Se valoraran todas las partes
gue sean correctas, aunque el resultado final sedo

Contesta de manera clara y razonada una de lagpdases propuestas. Cada cuestion
se puntia sobre 10 puntos. La calificacion finallsiiene de dividir el total entre 4.

OPCION A
1 0 0

1°) Se consideran las matrices de la fomyd=| 0 cosx -senx| xOR. Se pide:
0 senx cosx

a ) Calculara(0), Alz), A-z), A(n), A-n).

2
b ) Demostrar que A(X) tiene inversa para cualquador real de x. Calcularla.

c ) Calcular los valores de x tales que A(x) = lafnz identidad). ¢Es cierto que
A(x)= Aly) siempre quexz y?
a)
1 0 0 100 1 0 0 10
A(0)=|0 cosO -sen0|=|0 1 0] ;; A(g)z 0 cosy -senZ (=0 0 -1
0 sen0 cosO 0 01 0 sen? cos?% 11

1 0 0 1 0 O 1 0 0 1 0 O
A(—g)z 0 cos(—g) —sen(—g) =0 0 1| ;; A(ﬂ)z 0 cosm -senm|=|0 -1 O
0 ser‘(—g) cos(—g) 1 -10 0 senm cosm 1 0 -1

0 0 1 0 O

cos(-7) -sen-m)|=|0 -1 ©
se-77) cos(-7) ) (1 0 -1
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b)
Una matriz tiene inversa cuando su determinantkséiato de cero.

1 0 0
| A(x)|=|0 cosx -senx|=cos’ x+serf x=1#0, OxOR.
0 senx cosx

La matriz A(x) es inversible para cualquier valealrde X, como queriamos demostrar.

COSX  Senx 0 senx 0 cosx
1 0 0 ~senx cosx| |0 cosx ‘O - senx
AT(x)=|0 cosx senx|;; Adj[AT(x)]: —‘ 0 0 ‘1 0 —‘1 0 ‘:
0 —senx CoSx —Senx Ccosx 0 cosx 0 -senx
0 0 1 0 1 O
COSX Ssenx - 0 senx ‘O COSX

1 0 0
=|0 cosx senx|=A"(x)
0 -—-senx cosx

c)

Del apartado a ) se deduce que A(0) = I; comorglgee las funciones trigono-
métricas del seno y del coseno, ambas tienen cemodo Z, los valores de x que sa-
tisfacen lo pedido son:

x=0+2km, kOZ

Por la misma razén expuesta no es cierto Aup Ay) siempre quec#y, pues-
to que siy=x+ 2k, (kOZz), se cumple que\(x)= A(x + 2k7).
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2°) Demuestra que al punto A(-1, 1, 0) no es ca@plancon los puntos B(0, 0, 0),
c(0, 1 0) y D(1, 2, 1). Calcula la distancia de A al plandeterminado por los puntos

B, CyD.

Los puntos B, C y D determinan los vectores:

(0,1 0)

u=BC=C-B=(0 1 0)-(0, 0, 0)

v=BD=D-B=(1 2 1)-(0, 0, 0)=(1, 2 1)

Considerando el punto B, la ecuacion general ldelopz es la siguiente:

-2=0
} = -1-0%#0 = AOm

El punto A(-1, 1, 0) no pertenece al plalmex —z =0, c.q.d.

Sabiendo que la distancia del pumdx,, y,. z,) al plano genérico de ecuacién

Ax, + By, +Cz, + D .
generaln= Ax+By+Cz+D =0 esd(p,, 71):| % *BY +C2 +D| ; aplicandola al punto

JA?2 + B2 +C?

A-1 1 0) yal planon=x-z=0, es:

|1-(-1)+0-1-1-0+0| |-1+0-0+0| 1

_ 132
d(A m)= N NS > 2

unidades=d(A, 7)
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3°) Se considera la funciop= f(x), definida a trozos en el intervdla 7, de la forma
-1 si x=0
x? -

siguiente: f(x) = X'si 0<x<7. Se pide:
senx

0 six=m
a ) Estudiar su continuidad.

b ) Dibujar la funcion en un entorno de x = 0 yxden.

a)
La funcion f(x) es continua en el intervalo, 7], con la excepcion de los extre-
mos, cuya continuidad es dudosa, y que estudiarnostauacion.

Teniendo en cuenta que una funcion es continuéagnquierda o por la derecha

en un punto si el limite lateral por la izquierdpar la derecha, respectivamente, coin-
cide con el valor de la funcion, seria:

X-0senx X-0 senx X-0|senx _

W LTS NS RSP, B

im _ f(x)= im . f(x): f(O) = La funcion f(x) es continua para x=0
X-0 X-0
”m f(x): ”m XZ_X: ||,m X -(X—l) :oo-(ﬂ—l):oo
X 7T X - 7T SenX X - 77| senx o
X=7TT= =
lim
. f(x)=f(m)=0

lim lim ., ,
= f(x)# . f(x) = La funcién f(x) no es continua para x=7r

X o IT X0

b)

Para dibujar la funcién en un entorno de x = O=yKtenemos en cuenta que la
funcion tiene una asintota vertical para x;€ue es continua para x = 0; que sus ima-
genes parax =0,x =1y xw#2 son -1, 0y 0’9, respectivamente.



La representacion grafica, aproximada, en elvater{o, 7] es la siguiente:

AY ,r
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——————— e _________‘.______
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22X +1

4°) La recta y = 2x — 2 es una asintota oblicugadancion f(x)= et Calcula el

valor de k y los extremos relativos de la funcif).f

Las asintotas oblicuas de una funcion son derhagdy = mx + n, siendo los valo-

res de los coeficientes m y n soms: fim - 1(x) y n= fim [£(x)-mX.
X —» 00 X X —» 00

El valor de m es 2, independientemente del vadok;cel valor de n = -2 se pro-
duce para el siguiente valor de k:

1 i 2 1 2 _ov2 _
ne_po M [£(x)-mo = lim (Zx +1_2XJ_ lim 2% +1-2x° - 2kx _

X - 00 X » ool X+K X - 00 X+Kk

o lim 1-2kx
X -0 X+k

X
I

-2 = 1

2
; . 2 +
Los extremos relativos de la funcidifx) = 2x +11
X

son los siguientes:

f,(x):4x(x+1)—(2x2 +1) 1 4x% +4x-2x7 -1 _2x7 +4x—-1_ (4

(x +1)° (x +1)? (x+1)°
2 ~ - -_— =
Fx)=0 = Z T 6 o2 v ax-1=0 5 x= 4+\16+8 _-4x24 _-4x2\6 _
(X+1) 4 4 4
_-2xy6 _ _-2-46 . _-2+46
S R 3 - A R L
2 2 2

()= (ax+4)(x+1 —(2x? +4x=9 -2 (x+ ) -1 _ (4x+4)(x+1)-2(2x* + 4x-1) _
(x+1)° (x+1)?

_AXP HAX+HAX+A4-AXP -8x+2 _ 6 _ .,
= - 3_f (X)

(x+2)? (x+2)
f,,(_z_@): 6 _ 6 6 6 __8 _,_
\ 2 —2—\/6_'_13 —2—\/€+2 3 —\/6 3 @ \/6
2 2 2 8




2
2(—2—\/6] +1 2(44_4\/_64-6j+1 2.5+2\/6+1
fles)=\ 2 _ 4 _° 2 T _5+2Y6+1_12+4V6 _
\ 2 _2_\/64-1 —2—\/6+2 _@ _\/6 —\/g
2

2 2

2

:—&64-24:_2\/6_4: f(—z—zx/g)

Méaximo relativo: P(L;/g —2\/5—4]

f--(—zz«/ﬁ): 6 _= 6 = 63: 6 _8 ,_
_2+\/g+1 _2+\/g+2 \/6 6\/6 \/g

2 2 2 8

= Minimo relativo para X:L;\/E
2
2[—2+J€] ‘1 2(4‘4\/_6“3}1 2_5—2J€+1

o)=L 2 - 4 _ 2 T 5-206+1_12-46
L2 —2+\/€+1 —2+46+2 J6 J6 J6

2 2 2 2

:£6_24:2\/6_4:f(i2\/6)

Minimo relativo: Q[L;/g 2@—4]
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OPCION B

kx—y+z=2X

1°) ¢ Para qué valores de k tiene el sistemaky -kz=y; alguna solucion distinta de la
x+ky-z=0

trivial (0, 0, 0)? Resuélvelo en el caso de k = 2.

(k-2x-y+z=0
La expresion mas adecuada del sistema homogénee(gis-1)y -kz=0}, cuya

X+ky-z=0
k-2 -1 1
matriz de coeficienteseg =| 1 2k-1 -k|.
1 k -1

El sistema es compatible determinado (solucidmatji cuando la matriz de coe-
ficientes tiene rango 3 (segun el Teorema de Rekabigenius), es decir, cuando el de-
terminante es distinto de cero.

k-2 -1 1

IM|=| 1 2k-1 -k|=(k-2)L-2k)+k+k-(2k-1)+k*(k-2)-1=
1 k -1

=k—-2k?>-2+4k+2k -2k +1+k® -2k? -1=k® - 4k* +5k -2=0 = Ruffini =

1 -4 5 -2
1 1 -3 2

1 -3 2 0
1 1 -2

1 -2 0
2 2

1 0

Las raices diferentes sopnx1 y % =2. Parax =1y x =2 el rango de la matriz
de coeficientes es 2 y el sistema es compatibktenchinado.

Para x =1 y para x = 2 el sistema tiene solucidifesentes a la trivial.

-y+z=0
Para x = 2 el sistema &s 3y-2z=0;.
X+2y-2=0



Parametrizando una de las incégnitas, por ejempld, y despreciando una de
las ecuaciones, por ejemplo la segunda, resulta:

= Y=A ;; X=2y+A=-2A+A=-A=X

-y+A=0
X+2y-A=0

X==A
Solucién <y=4 ¢ 0OAOR
z=A1
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2°) Calcular la ecuacion continua de la recta tjgpsa por el punto A(2, 1, 5) y es per-

. + - - - -
pendicular a las rectass X =Y*2-2"3 | g X"1_y-2_2-3
-1 0 4 -5 3 -1

Los vectores directores de las rectas gor (-1, 0, 4) y v, =(-5 3 -1).

Elvectorw = v, Ov, es perpendicular a los vectores y v, .

i ]k
W=v Ov,=|-1 0 4|=-20j-3k-12-j=-12-21j-3k=(-12 -21 -3).
-5 3 -1

Cualquier vector que sea linealmente dependiente douede ser vector director
de la recta pedida, por ejempvo=(4, 7, 1).

La ecuacion continua de la recta pedida es laesitgi

Xx-2_y-1_2z-5
4 7 1

t=
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3°) Probar racionalmente que la ecuacidr 3x+1=0 tiene una unica solucién dentro
del intervalo abierto (1, 2). Calculala con un emenor que una décima.

Considerando la funciér(x)= x* - 3x +1. Por tratarse de una funcién polinémica

es continua y derivable en todo su dominio, quR,gsor lo tanto lo sera en cualquier
intervalo considerado.

Teniendo en cuenta queé(l)=1-3+1=-1<0 y f(2)=8-6+1=3>0, segun el
Teorema de Bolzano, en el intervalo (1, 2) la fanci(x) tiene, al menos, una raiz
x=a, siendo 1 <a< 2y tal que f(a) = 0.

Vamos a probar ahora, como se nos pide, quezZ&sainica.

Si la funcion tuviera al menos otra raiz real gregtiente al intervalo (1, 2}=b,
indicaria que f(b) = 0, con lo cual se podria apli& la funcidn f(x) el Teorema de Ro-
lle, teniendo en cuenta lo expresado en el prirAenafo.

Siendo b > a, tendria que existir un valor cgted a < ¢ < b, para el cual se anu-
laria la derivada de la funcion, es dedit{c) =0, y esto, como vamos a demostrar a

continuacion es imposible:

f'(x)=3x2 -3=3(x2 -1) y siendo ¢ > 1 es:(c)#0, OcOR {c>1, lo cual contradice el

Teorema de Rolle y, en consecuencia, demuestralqu@inomio dado tiene una sola
raiz positiva, como queriamos probar.

Vamos a determinar ahora el valor de la raiz gum precision menor que una
décima, para lo cual utilizamos el método de bisecsabiendo que f(1) <0y f(2) > 0.

f(x)=x*-3x+1 = f(15)=(15)’ - 3-15+1= B75-45+1=-0125<0 = 15<c<2

f(x)=x*-3x+1 = f(17)=(17)° - 3-17+1= 4913-51+1= 0813>0 = 15<c<17

f(x)=x*-3x+1 = f(16)=(16)° - 3-16+1= 4096- 48+1= 0296>0 = 15<c<16

c=15 0 c=16
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1
1+ x?
y X = b, siendo a y b las abscisas de los puntasfidxion de la curva. Hacer un dibujo
aproximado de la region.

4°) Calcular el area de la region limitada pordava y = ylasrectasy=0,x=a

Las abscisas a y b de los puntos de inflexidmaeitva son las siguientes:

. —1-2x = —-2X

o o]

-2 (1) - (-2x) 2.1+ x?) 2x _-2-(1+x?)+8x2 _-2-2x +8X° _ 6x° -2

L)’ R N 0 N T

E — a:—i-' b= 1

ey 3 NERRE

[im

) [im
Teniendo en cuenta que _ y-= _ >
X — Foo X - Foo 1+ X

tota horizontal de la funcion. La funcion es pam; [ que es simétrica respecto al eje

1 > >0, OxOR.
1+x

=0, el eje de abscisas es la asin-

de ordenadas. Por otra parye:

Considerando que el punto A(0, 1) es el punto méxde la curva y todo lo ante-
rior se puede hacer un dibujo aproximado de laa;uque es el indicado en la figura.

o YA b:i
a—_ﬁ \/§
f(x)
F——— G
y=0 T 0 T =

De la observacion de la figura, teniendo en culensametria, el area pedida es:

1

o 1 1
S=2. I—Z-dx:Z-[arctag x| 2 :2-(arctag——arctag 0)22-(——0):

< 1+ X V3

:%T U2 010502 = S
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